
ä"ñùú åéúñ – úåöåá÷ä úøåú ñøå÷
úåéôåñ úåöåá÷ ìò :'á úôñåú

.F [A \ C] = F [A] \ F [C] æà C ⊆ A ⊆ DomF -å ò"çç äéö÷ðåô F éäú .äîìäîìäîì
x ∈ A -ù ïååéëî .F (x) = y -ù êë x ∈ A \ C íéé÷ æà , y ∈ F [A \ C] éäé :ãçàä ïååëä :äçëåä
íéé÷ éäé y ∈ F [C] äéä åìéà .ùøãðë ,y ∈ F [A] \ F [C] êëî äàöåúëå ,y 6∈ F [C] éë äàøð .y ∈ F [A]
x ∈ A \ C -ù ïååéëî éë ,ïëúé àì äæå x = z äéä ò"çç F -ù ïååéëîå ,F (x) = y = F (z) -ù êë z ∈ C

.z ∈ C ãåòá x 6∈ C

éë ,x 6∈ C .y = F (x) -ù êë x ∈ A íéé÷å y ∈ F [A] æàå ,y ∈ F [A] \ F [C] éäé :éðùä ïååëä
x ∈ A \ C êë .y ∈ F [A] \ F [C] -ù êëì äøéúñá äæå ,y = F (x) ∈ F [C] äéä x ∈ C äéä åìéà

.y = F (x) ∈ F [A \ C] -å

.A ≈ B æà A ∪ {c} ≈ B ∪ {d} -å d 6∈ B -å c 6∈ A åéäé .èôùîèôùîèôùî
éðù ïéá ãéøôð .B ∪ {d} ìòå ò"çç àéäù F : A ∪ {c} → B ∪ {d} äéö÷ðåô úîéé÷ ïåúðä éôì :äçëåä

.íéø÷î
,äîìä éôì ,íéé÷ äæ äø÷îá .F [c] = d :'à äø÷î

.Range(F ¹ A) = F [A] = F [(A ∪ {c}) \ {c}] = F [A ∪ {c}] \ {F [{c}] = (B ∪ {d}) \ {d} = B

ïëìå B ìò A úà ä÷éúòî F ¹ A éë åðéàø .ò"çç F ¹ A íâ ò"çç F -ù ïååéëîå ,F ìù äìáâä äðä F ¹ A

.A ≈ B

äîìä éôì ,íéé÷å c 6= F−1(d) äæ äø÷îá .F (c) 6= d :'á äø÷î
Range(F ¹ (A \ {F−1(d)}) = F [A \ {F−1(d)}] = F [(A ∪ {c}) \ {c, F−1(d)}]
= F [A ∪ {c}] \ F [{c, F−1(d)}] = (B ∪ {d}) \ {F (c), d} = B \ {F (c)}

æàå ,F ¹ (A \ {F−1(d)}) ∪ {〈F−1(d), F (c)〉} äéö÷ðåôä úà G-á ïîñð
DomG = Dom(F ¹(A\{F−1(d)})∪Dom{〈F−1(d), F (c)〉} = (A\{F−1(d)})∪{F−1(d)} = A

.RangeG = Range(F ¹(A\{F−1(d)})∪Range{〈F−1(d), F (c)〉} = (B\{F (c)})∪{F (c)} = B

àéä éë ò"çç F ¹ (A \ {F−1(d)}) .íéøæ íéîåçú úåìòá úåéö÷ðåô éúù ìù ãåçà àéä éë äéö÷ðåô àéä G

êë .íéøæ íéçååè úåìòá ò"çç úåéö÷ðåô éúù ìù ãåçà àéä éë ò"çç G .F ò"ççä äéö÷ðåôä ìù äìáâä
.A ≈ B íéé÷å B ìò A ìù ò"çç ä÷úòä àéä G

.íéøáéà n úá äöåá÷ A æà íéøáéà n + 1 úá äöåá÷ A ∪ {b} -å b 6∈ A íà .èôùîèôùîèôùî
,A ≈ Nn íãå÷ä èôùîä éôì ,ïëì ,n 6∈ Nn -ù ïååéëî .A∪{b} ≈ Nn+1 = Nn∪{n} ïåúðä éôì :äçëåä

.íéøáéà n úá àéä A øîåìë

.äìù ùîî úé÷ìç äöåá÷ì äîöåò úååù äðéà úéôåñ äöåá÷ .èôùîèôùîèôùî
,äìù ùîî úé÷ìç äöåá÷ì äîöåò úååù äðéà íéøáéà n úá äöåá÷ n éòáè øôñî ìëì éë çéëåð .äçëåä
ä÷éø àéä éë äìù ùîî úé÷ìç äöåá÷ì äîöåò úååù äðéà íéøáéà 0 úá äöåá÷ .n ìò äéö÷åãðéàá úàæå
A éäú .n + 1-ì äúåà çéëåðå ,n-ì äðåëð äðòèäù ,äéö÷åãðéà úçðäë ,çéðð .ùîî úåé÷ìç úåöåá÷ äì ïéàå
B-ù ïååéëî .äìù ùîî úé÷ìç B äöåá÷ ìò A ìù ò"çç ä÷úòä àéä F éë çéððå íéøáéà n+1 úá äöåá÷
äöåá÷ àéä A\{x} ,íãå÷ä èôùîä éôì ,ïëì ,A = (A\{x})∪{x} .x ∈ A\B íéé÷ A-ì ùîî úé÷ìç
ä÷úòä àéä F ¹ C ïëìå ,C-ì ùîî úé÷ìç F [C] éë äúò äàøð .C-á A \ {x} úà ïîñð .íéøáéà n úá
.äéö÷åãðéàä úçðäì äøéúñ úàæ íéøáéà n úá àéä C -ù ïååéëîå ,äìù ùîî úé÷ìç äöåá÷ì C ìù ò"çç
,F (x) ∈ B ⊆ C .äìù äöåá÷ úúì C úà ä÷éúòî F êëå ,F [C] ⊆ F [A] = B ⊆ A \ {x} = C

êëå F [C] = F [A \ {x}] = F [A] \ {F (x)} íéé÷ ò"çç F -ù ïååéëî ,äîìä éôì .F (x) ∈ C ïëìå
.C-ì ùîî úé÷ìç äöåá÷ àéä F [C]-å F (x) 6∈ F [C]


